Procesy stochastyczne
Lista 3

Zad 1. Niech 71, 7o beda momentami stopu wzgledem filtracji {F; }ter. Udowodnij, ze 71 ATe = min{r, 2}
oraz 11 V 1o = max{7y, T2} tez sa momentami stopu wzgledem filtracji {F; }er.

Zad 2. Niech 7 bedzie momentem stopu wzgledem {F,}>° ;. Czy wynika stad, ze momentem stopu jest:
a) T+ 1 b) T—1 c) 727
Zad 3. Niech {X,,}7°, bedzie ciagiem zmiennych losowych adaptowanym do filtracji {F,}52 ;.
a) Niech 7 bedzie momentem stopu wzgledem {F,}2° ;. Wykaza¢, ze chwila pierwszej wizyty w zbiorze
B € B(R) po chwili 7 tez jest momentem stopu wzgledem {F,}> .
b) Zdefiniowa¢ k-ty moment wizyty {X,}22, w zbiorze B € B(R) i udowodni¢, ze jest on momentem

stopu.

Zad 4. Wykazac, ze jesli o i 7 sa momentami zatrzymania, to zdarzenia {oc < 7}, {oc =7} i {0 < 7}
naleza do F,, Fy 1 Fonr-

Zad 5. Niech {F,}ier bedzie filtracja, gdzie T jest przedziatem (skoriczonym lub nie). Pokazac, ze wzory

Fop=(Fe Fii=0 (U ]-“S> .

s>t s<t
okreslaja filtracje takie, ze
a) {Fiy}ier jest prawostronnie ciagla, tj. Fiyq = Fit;

b) jesli F; = F7X jest generowana przez proces X o trajektoriach lewostronnie ciagtych, to Fy_ = F;.

Zad 6. Wyznaczy¢ filtracje F;¥ generowang przez proces stochastyczny {Xt}tzo}y gdzie Xy = (t — 1)114
dla pewnego ustalonego A € F. Wykaza¢, ze 7 = inf{t : X; > 0} nie jest momentem zatrzymania
wzgledem FX ale jest momentem zatrzymania wzgledem .7-?_?.
Zad 7. Niech {F}}icr bedzie filtracja, gdzie T jest przedziatem (skoriczonym lub nie). Pokazac, ze

a) jesli 7 jest momentem zatrzymania wzgledem Fy, to {7 < t} € F; dla wszystkich ¢;

b) jesli {r <t} € F; dla wszystkich ¢, jest 7 jest momentem zatrzymania wzgledem Fi,.

Zad 8. Niech {X;}ic[0,00)} Procesem o ciaglych trajektoriach adoptowanym do filtracji F;. Wykazac, ze
dla dowolnego otwartego zbioru A, 7 := inf{t: X; € A} jest momentem zatrzymania wzgledem Fy .

Zad 9. Wykazaé, ze jesli o jest momentem zatrzymania, 7 > o oraz 7 jest F, mierzalna, to 7 jest
momentem zatrzyamania.

Zad 10 (Tozsamos¢ Walda). Niech {X,,}>°, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym
samym rozkltadzie posiadajacym wartos¢ oczekiwana m. Niech 7 bedzie momentem stopu wzgledem
filtracji generowanej przez {X,,}5° ; takim, ze E(7) < co. Pokaza¢, ze

EXi+..+X;)=E(1) -m.

Zad 11. Niech {X,}>°, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie jednostajnym
U(0,1). Niech 7 = min{n : X; + Xo + ... + X, > 1}. Wyznaczy¢ E(7).

Zad 12. Niech {X,,}°%, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie dwupunktowym:
P(X, =1) = P(X,, = —1) = 1, oraz niech F,, := 0(X1, ..., Xp).

a) Pokazac¢, ze 7 := min{n < 2: X; + X2 + ... + X, = 1} jest momentem stopu i wyznaczy¢ Fr. Jaki

jest zwiazek Fr z o(71)?
b) Pokaza¢, ze o := max{n < 10: X; + X2 + ... + X,, = 1} nie jest momentem stopu.
c) Pokaza¢, ze 7 :=1inf{n: X; + Xo + ... + X, = 1} jest momentem stopu oraz E(7) = co.

Zad 13. Rzucamy kostka tak dlugo, az otrzymamy wszystkie oczka. Znalezé wartosé érednig sumy
wyrzuconych oczek.



