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Zad 1. Niech τ1, τ2 b¦d¡ momentami stopu wzgl¦dem �ltracji {Ft}t∈T . Udowodnij, »e τ1∧τ2 = min{τ1, τ2}
oraz τ1 ∨ τ2 = max{τ1, τ2} te» s¡ momentami stopu wzgl¦dem �ltracji {Ft}t∈T .

Zad 2. Niech τ b¦dzie momentem stopu wzgl¦dem {Fn}∞n=1. Czy wynika st¡d, »e momentem stopu jest:

a) τ + 1 b) τ − 1 c) τ2?

Zad 3. Niech {Xn}∞n=1 b¦dzie ci¡giem zmiennych losowych adaptowanym do �ltracji {Fn}∞n=1.

a) Niech τ b¦dzie momentem stopu wzgl¦dem {Fn}∞n=1. Wykaza¢, »e chwila pierwszej wizyty w zbiorze

B ∈ B(R) po chwili τ te» jest momentem stopu wzgl¦dem {Fn}∞n=1.

b) Zde�niowa¢ k-ty moment wizyty {Xn}∞n=1 w zbiorze B ∈ B(R) i udowodni¢, »e jest on momentem

stopu.

Zad 4. Wykaza¢, ze je±li σ i τ s¡ momentami zatrzymania, to zdarzenia {σ < τ}, {σ = τ} i {σ ≤ τ}
nale»¡ do Fτ , Fσ i Fσ∧τ .

Zad 5. Niech {Ft}t∈T b¦dzie �ltracj¡, gdzie T jest przedziaªem (sko«czonym lub nie). Pokaza¢, »e wzory
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okre±laj¡ �ltracje takie, »e

a) {Ft+}t∈T jest prawostronnie ci¡gªa, tj. Ft++ = Ft+;
b) je±li Ft = FXt jest generowana przez proces X o trajektoriach lewostronnie ci¡gªych, to Ft− = Ft.

Zad 6. Wyznaczy¢ �ltracj¦ FXt generowan¡ przez proces stochastyczny {Xt}t≥0}, gdzie Xt = (t− 1)+IA
dla pewnego ustalonego A ∈ F . Wykaza¢, »e τ = inf{t : Xt > 0} nie jest momentem zatrzymania

wzgl¦dem FXt ale jest momentem zatrzymania wzgl¦dem FXt+.

Zad 7. Niech {Ft}t∈T b¦dzie �ltracj¡, gdzie T jest przedziaªem (sko«czonym lub nie). Pokaza¢, »e

a) je±li τ jest momentem zatrzymania wzgl¦dem Ft, to {τ < t} ∈ Ft dla wszystkich t;

b) je±li {τ < t} ∈ Ft dla wszystkich t, jest τ jest momentem zatrzymania wzgl¦dem Ft+.

Zad 8. Niech {Xt}t∈[0,∞)} procesem o ci¡gªych trajektoriach adoptowanym do �ltracji Ft. Wykaza¢, »e

dla dowolnego otwartego zbioru A, τ := inf{t : Xt ∈ A} jest momentem zatrzymania wzgl¦dem Ft+.

Zad 9. Wykaza¢, »e je±li σ jest momentem zatrzymania, τ ≥ σ oraz τ jest Fσ mierzalna, to τ jest

momentem zatrzyamania.

Zad 10 (To»samo±¢ Walda). Niech {Xn}∞n=1 b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o tym

samym rozkªadzie posiadaj¡cym warto±¢ oczekiwan¡ m. Niech τ b¦dzie momentem stopu wzgl¦dem

�ltracji generowanej przez {Xn}∞n=1 takim, »e E(τ) <∞. Pokaza¢, »e

E(X1 + ...+Xτ ) = E(τ) ·m.

Zad 11. Niech {Xn}∞n=1 b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o rozkªadzie jednostajnym

U(0, 1). Niech τ = min{n : X1 +X2 + ...+Xn ≥ 1}. Wyznaczy¢ E(τ).

Zad 12. Niech {Xn}∞n=1 b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o rozkªadzie dwupunktowym:

P (Xn = 1) = P (Xn = −1) = 1
2 , oraz niech Fn := σ(X1, ..., Xn).

a) Pokaza¢, »e τ := min{n ≤ 2 : X1 +X2 + ... +Xn = 1} jest momentem stopu i wyznaczy¢ Fτ . Jaki

jest zwi¡zek Fτ z σ(τ)?

b) Pokaza¢, »e σ := max{n ≤ 10 : X1 +X2 + ...+Xn = 1} nie jest momentem stopu.

c) Pokaza¢, »e τ := inf{n : X1 +X2 + ...+Xn = 1} jest momentem stopu oraz E(τ) =∞.

Zad 13. Rzucamy kostk¡ tak dªugo, a» otrzymamy wszystkie oczka. Znale¹¢ warto±¢ ±redni¡ sumy

wyrzuconych oczek.


